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Examen d’Algebre : Correction
1. Calcul de 7TB.A et 3A.B :
3
TBA = 7(5 6 1 9). 2
-7
4
= 7.(15+12—-7+36) = 392
3
3AB = 3| ° (56 19)
-7
4
15 56 3 27
_ 3 0 12 2 18
N —-35 —42 -7 —63
20 24 4 36
45 56 9 81
_ 30 36 6 54
N —-105 —-126 —21 —189
60 72 12 108

2. Donnons u et v dans C' mais u +v ¢ C.
Les veteurs (z,y, z) de C vérifient la relation x +y — 22 = 0.
Le vecteur u = (1,0,1) € C car 14+ 0 — 12 = 0.
Le vecteur v = (0,4,2) € C car 0 +4 — 22 = 0.
Par contre u +v = (1,4,3) ¢ C car 1 +4 — 3% = —4 # 0.

3. Déterminons ker(p) le noyau de p :

p(z,y,2) = (0,0,0)
(2x — 3y + z,4x — 6y + 22) = (0,0)
{2x—3y+z =0
dr—6y+2z = 0
20 =3y +2=0
z=—2x+ 3y
u=(x,y,—2x + 3y) = (x,0, —2z) + (0, y, 3y)
u=(z,y,—2x + 3y) = (1,0, -2) + y(0, 1, 3)

u=(x,y,z) € ker(p)

Tt T 0O

54
Donc le noyau de p est engendré par {(1,0,—2);(0,1,3)}.
4. Soient u = (x,7,2) € R3 et A\, Ay et A\3 € R tels que A\juq + Aouz + Azus = u.
AUy + Aug + Agus =u <& A (4,-7,3) + X2(3,5,7) + A3(1,4,-2) = (z,y, 2)

S (AA + 33X+ A3, =T + B2 +4A3,3M1 + Thy — 2)3) = (2, ¥, 2)
4X1 + 3o + A3 = T
= —TAM +Bl+4Xs = y
3A + Tho — 23 = z
4 3 1 )\1 x
& -7 B 4 | =1y (1)
3 7T =2 )\3 z



Le systeme S = {u1,u2,u3} n’est pas générateur de R? si ce systéme matriciel (1) n’admet pas
de solution. Autrement dit son déterminant est nul:

4 3 1
7B 4] =0
3 7 -2

= 4(—28—28)+7(—6—"T7)+3(12—j)
= —118-167=0

Donc le systéme S n’est pas générateur de R> si 8 = —%.

5. Déterminons ’ensemble des valeurs de a pour que le rang de p soit égal a 2.
Soit B = {e1, ey la base canonique de R?. On a :

pler) =p(1,0) = (9,4)
p(e2) =p(0,1) = (a,-5)

rang(p) =2 <« rang({p(e1),p(e2)}) = 2
& (9,4) # B(a, —5)

6. Donnons l’expression de A~! en fonction de A et la matrie unitaire I.
D’apres le théoréeme de Cayley-Hamilton, on a P(A) = Oy, :
P(A) =0, & A3 —TA244A+21 =0,
& 2= -AP 4 T7A* —4A
Ta2_94
2
-1 PN ST

1
& I:—§A3+

o A= (—%A2 + gA —or)

7. L’écriture matricielle de (S) est :

4 2 -6 x 5
AX =B = -3 1 5 Y = -2
5 1 7 z 1
e L’inverse de A est :
1 I
A" =B = A
deta) ot )
1 2 =20 16
-8 6 10
e [’ensemble de solutions est :
X = A'B
1 2 =20 16 5
= — 46 58 =2 -2
148 -8 6 10 1
66
14
_ 11
= 14

=42
148



8. Résolution du systeme (Ss) :

e Calcul de |A| :

e Calcul de |N(x)] :

e Calcul de |N(y)| :

e Calcul de |N(2)| :

Donc

Al =

IN(y)l

[N (2)]

-1 4 5
= 3 -1 2
4 3 1

= —1x(=7)—3x(-11)+4x13=92

o IN@)|_ 4T
A~ 153
, Vw190
A~ 153
. NI e
1A~ 153

47 19 92

L’ensemble de solutions est : {({53, 153+ 153
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(a) Calculons (A — B)? :

(A-DB)? =

(b) Calcul de l'inverse d’une matrice

e Calculons A~1 :

e Calculons B! :

(18 6
- 12 6
1 1 ¢t
A = det(A) com(A)
1t 2 4
14 \ -1 -5
_ o 1(2 4
14\ -4 -5
1 1 ¢
B = det(B) com(B)
L[ 26 53 —4
19 -3 9
1 26 6 19
= — | 53 48 -3
B\ 24 11 o

(¢) Calcul des compositions pj o pa(z,y) et pa o p1(z,y) :

p1 o pa(z,y)

propi(z,y) =

p1(pa2(7,y))

p1(2x — y,2x — 3y)

(6(2z —y) — 3(2x — 3y), 2z — y) + 2(2z — 3y))
(6x + 3y, 6x — Ty)

p2(p1(z,9))

p2(6x — 3y, x + 2y)

(2(62 — 3y) — (x + 2y),2(6x — 3y) — 3(z + 2y))
(11z — 8y, 9z — 12y)

(d) On a G = {(x,y,2) € R3|8y — 32 =0}
Vu = (z,y,2) € G &

=
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8y—32=0
3,
Y738
u:(x,gz,z)
u = (x,0,0)—I—(O,gz,z)

3
u=2(1,0,0) 4+ z(0, 3’ 1)



Le systeme générateur de G est : {(1,0,0);(0,2,1)}

(e) Déterminons ker(p) le noyau de p :

u=(z,y,z) € ker(p) < p(u)=p(z,y,2)=(0,0,0)
< (r+2y—3z,2c+4y — 62,2+ 3y — 7z = (0,0,0)

r+2y—3z = 0 (1)
& 2r+4y—62 = 0 (2)
r+3y—72 = 0 (3)

r+2y—3z = 0 (1) et (2) sont équivalentes

|
{ r = —2y+3z
|

< —2y+324+3y—72 = y—42=0
T = —8z+3z2=-95z

=
y = 4z

& u=(—bz,4z,2) = 2(—5,4,1)

Donc le noyau de p est engendré par {(—5,4,1)}. Autrement dit ker(p) = vect{(—5,4,1)}

(f) Déterminons ’ensemble des valeurs de « pour que le rang de p soit égal a 1.
Soit B = {e, ey la base canonique de R2. On a:

p(el)zp(l,O) = (974)
ple2) =p(0,1) = (o, —5)

Premieére méthode :

rang(p) =1 & mng({p(el),p( 2)}) =1

& pler) = Op(ez)
& (9,4) = B(a, —5)
a =9 (1)
= {—55 — 4 (2
5= 1@
cfaltl g

Deuxieme méthode :

rang({p(e1),p(e2)}) =1 < det[p(e1),p(ez)] =0

9 «
& '4 5 45 —4a =10
N 45
a=——
4

(g) Etudions la relation de dépendance qui existe entre u, v et w.
Soient «, B et v tels que au + fv + yw = 0.

au+ B +w = (0,0,0) & a(0,-2,3) + B(1,0,—5) + v(5, —2, —22) = (0,0,0)
& (B+5y,—2a — 27,3+ =55 — 22y) = (0,0,0)
B+ 5y = 0 (1)
& —2a — 2y = 0 (2
3a+ -53-22y=0 (3)
o= =5 (1)
& a = - (2

0 =0 (3



Donc

au+ fv+~yw = (0,0,0) & —yu+ —5yv+~yw = (0,0,0)
& —u+ —5v+w=(0,0,0)
& utdv=w

(h) Résolution du systeme (S) :
e Calcul de |A4] :

-2 5 1
Al = | 7 -1 2
5 —2 1

= 2x3—-T7TxT7+5x11=0

e Calcul de |N(z)| :

2 5 1
IN(@z)] = | -2 -1 2
4 -2 1

= 2x3+2x7+4x11=64

e Calcul de |N(y)| :

-2 2 1
Nw| = | T -2 2
5 4 1

= —2x(=10)—7x (—=2)+5x 6 =064

e Calcul de |N(2)| :

-2 5 2
ING)| = | 7 -1 -2
5 -2 4

= —2x(-8)—Tx24+5x (—8)=—192

L’ensemble de solutions est ’ensemble vide.

vy



